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Problema 1.  

a) Să se arate că 𝑥3 − 3𝑥2 + 4 ≥ 0, (∀)𝑥 ≥ −1. 

b) Fie numerele reale 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1. Să se arate că: 

log𝑎(𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4) + log𝑏(𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4) + log𝑐(𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4) ≥ 3. 

Când avem egalitate? 

Soluţie şi barem: 

a)  •  (𝑥 + 1)(𝑥2 − 4𝑥 + 4) ≥ 0 ...........................................................................................2p 

     •  (𝑥 + 1)(𝑥 − 2)𝟐 ≥ 0, (∀) 𝑥 ≥ −1  ..............................................................................1p 

b) Notăm 𝐸 = log𝑎(𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4) + log𝑏(𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4) + log𝑐(𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4). 

    •  Din punctul a) avem 𝑏√𝑏 − 2𝑏 + 4 ≥ 𝑏, 𝑐√𝑐 − 2𝑐 + 4 ≥ 𝑐, 𝑎√𝑎 − 2𝑎 + 4 ≥ 𝑎 .......1p 

    •  Cum 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 1 obţinem 𝐸 ≥ log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑐 + log𝑐 𝑎 ...............................................1p 

    •  Din inegalitatea mediilor rezultă log𝑎 𝑏 + log𝑏 𝑐 + log𝑐 𝑎 ≥ 3, deci 𝐸 ≥ 3  ...............1p 

    •  Avem egalitate dacă şi numai dacă 𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 4 (conform punctului a)) .................1p  

 

Problema 2. 

Fie 𝑎 , 𝑏 ∈ (0, ∞) ∖ {1}. Se consideră o funcţie injectivă 𝑓: ℝ → ℝ cu proprietatea că funcţia 

𝑔: (0, ∞) → ℝ , 𝑔(𝑥) = 𝑓(log𝑎 𝑥) + 𝑓(log𝑏 𝑥)  este constantă. 

a) Să se arate că 𝑎 ∙ 𝑏 = 1. 

b) Pentru 𝑏 =
1

𝑎
 , să se dea un exemplu de funcţie 𝑓: ℝ → ℝ care are proprietatea din enunţ. 

Soluţie şi barem: 

a) •  𝑔(𝑎) = 𝑓(1) + 𝑓(log𝑏 𝑎), 𝑔(𝑏) = 𝑓(1) + 𝑓(log𝑎 𝑏)...................................................2p 

    •  𝑔(𝑎) = 𝑔(𝑏) ⟹ 𝑓(log𝑎 𝑏) = 𝑓(log𝑏 𝑎); 𝑓 este injectivă, deci log𝑎 𝑏 = log𝑏 𝑎  .......1p 

    •  (log𝑎 𝑏)𝟐 = 1, de unde log𝑎 𝑏 = ±1  ............................................................................1p 

    •  Dacă 𝑎 = 𝑏 obţinem că 𝑓 nu este injectivă, deci 𝑎 ∙ 𝑏 = 1  ..........................................1p 

b) •  Un exemplu este funcţia identică 𝑓: ℝ → ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑥 ∈ ℝ, care este injectivă  ......1p 

    •  Avem 𝑔(𝑥) = log𝑎 𝑥 + log1

𝑎

𝑥 = log𝑎 𝑥 − log𝑎 𝑥 = 0, deci 𝑔 este constantă .............1p 

 

 

 

 

 

 

 



 

Problema 3.  

Fie 𝑧 ∈ ℂ ∖ ℝ şi 𝑎 ∈ ℝ astfel încât  𝑧4 − 𝑎𝑧 + 9 = 0.  

a) Arătaţi că |𝑧|2(𝑧̅2 + 𝑧̅ ∙ 𝑧 + 𝑧2) = 9 

b) Arătaţi că |𝑅𝑒(𝑧)| ≥
√6

2
.  

Soluţie şi barem: 

a) •  𝑎 =
𝑧4+9

𝑧
  şi cum 𝑎 ∈ ℝ, vom avea  

𝑧̅4+9

𝑧̅
=

𝑧4+9

𝑧
 ⟹ 𝑧 ∙ 𝑧̅4 + 9𝑧 = 𝑧̅ ∙ 𝑧4 + 9𝑧 ̅ ..........2p 

    •  𝑧 ∙ 𝑧̅(𝑧̅3 − 𝑧3) − 9(𝑧̅ − 𝑧) = 0 ⟹ (𝑧̅ − 𝑧)[|𝑧|2(𝑧̅2 + 𝑧̅ ∙ 𝑧 + 𝑧2) − 9] = 0    .............2p 

    •  𝑧 ∈ ℂ ∖ ℝ ⟹ 𝑧 ≠ 𝑧̅ ⟹ |𝑧|2(𝑧̅2 + 𝑧̅ ∙ 𝑧 + 𝑧2) = 9   .....................................................1p 

b) •  (𝑧 + 𝑧̅)2 − 𝑧 ∙ 𝑧̅ =
9

|𝑧|2  ⟹ 4(𝑅𝑒(𝑧))
2

= |𝑧|2 +
9

|𝑧|2   ...................................................1p 

    •  |𝑧|2 +
9

|𝑧|2 ≥ 2√|𝑧|2 ∙
9

|𝑧|2 = 6 ⟹  4(𝑅𝑒(𝑧))
2

≥ 6 ⟹  |𝑅𝑒(𝑧)| ≥
√6

2
    ....................1p 

 

Problema 4.  

       Considerăm triunghiul ascuţitunghic 𝐴𝐵𝐶 înscris în cercul 𝒞(𝑂, 𝑅) şi 𝐻 ortocentrul 

triunghiului. Fie 𝐺1, 𝐺2, 𝐺3 centrele de greutate ale triunghiurilor 𝐻𝐵𝐶, 𝐻𝐴𝐶 respectiv 𝐻𝐴𝐵. 

Dacă 𝐴𝐺1 + 𝐵𝐺2 + 𝐶𝐺3 = 4𝑅, să se arate că triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral. 

Soluţie şi barem: 

Considerăm reperul cu originea în 𝑂 şi 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑧 afixele punctelor 𝐴, 𝐵, 𝐶 respectiv 𝐻.  

•  Avem |𝑎| = |𝑏| = |𝑐| = 𝑅 şi 𝑧 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑐  ....................................................................1p 

•  𝐴𝐺1 = |𝑧𝐺1
− 𝑎| = |

1

3
(𝑧 + 𝑏 + 𝑐) − 𝑎| = |

1

3
(2𝑧 − 𝑎) − 𝑎| =

2

3
|𝑧 − 2𝑎| ........................1p 

•  Analog obţinem 𝐵𝐺2 =
2

3
|𝑧 − 2𝑏|, 𝐶𝐺3 =

2

3
|𝑧 − 2𝑐|  ......................................................1p 

•  Avem 𝐴𝐺1 + 𝐵𝐺2 + 𝐶𝐺3 =
2

3
(|𝑧 − 2𝑎| + |𝑧 − 2𝑏| + |𝑧 − 2𝑐|) 

    Utilizând inegalitatea Cauchy-Bunikovski-Schwartz, obţinem: 

    (|𝑧 − 2𝑎| + |𝑧 − 2𝑏| + |𝑧 − 2𝑐|)2 ≤ 3(|𝑧 − 2𝑎|2 + |𝑧 − 2𝑏|2 + |𝑧 − 2𝑐|2), şi de aici,  

     prin calcul, obţinem (|𝑧 − 2𝑎| + |𝑧 − 2𝑏| + |𝑧 − 2𝑐|)2 ≤ 3(3|𝑧|2 − 2𝑧𝑧 − 2𝑧𝑧 + 12𝑅2) 

     ...........................................................................................................................................2p 

•  Rezultă (|𝑧 − 2𝑎| + |𝑧 − 2𝑏| + |𝑧 − 2𝑐|)2 ≤ 36𝑅2 − 3|𝑧|2 ≤ 36𝑅2 şi de aici 

    𝐴𝐺1 + 𝐵𝐺2 + 𝐶𝐺3 ≤ 4𝑅, cu egalitate dacă şi numai dacă 𝑧 = 0 .....................................1p 

•  Rezultă că 𝐻 = 𝑂, deci triunghiul 𝐴𝐵𝐶 este echilateral ....................................................1p 

 


