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Olimpiada Nationala de Matematica
Etapa locala a judetului Alba, 13 februarie 2015

SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE - CLASA a X-a

Problema 1.
a)Sasearate cd x> —3x2+4>0,(V)x > —1.
b) Fie numerele reale a, b, c > 1. Sa se arate ca:

log,(bVb — 2b + 4) + log, (cvVc — 2¢ + 4) + log.(ava — 2a + 4) > 3.
Cénd avem egalitate?

Solutie si barem:
Q) ¢ (XA 1)(X2 = 4X F4) Z 0 oot 2p
e (XF D =2)2 2 0,(V) X = =1 oot 1p
b) Notim E = log,(bVb — 2b + 4) + log,(cvc — 2¢ + 4) + log.(ava — 2a + 4).
« Dinpunctul a) avem bv'b —2b +4 > b,c\c —2c+ 4 >c,aa—2a+4>a....1p

e Cuma,b,c > 1obtinem E >1log, b +10g, c + 108, A ceovvveriiiiiiiie 1p

* Din inegalitatea mediilor rezultd log, b + log, ¢ +log.a = 3,deci E > 3 ............ 1p

+ Avem egalitate daca si numai daca a = b = ¢ = 4 (conform punctului @)) ................. 1p
Problema 2.

Fiea,b € (0,0) \ {1}. Se considera o functie injectivd f: R — R cu proprietatea ca functia
g:(0,0) > R, gx) = f(log, x) + f(logp x) este constanta.
a)Sasearatecaa-b = 1.

b) Pentru b = i , sa se dea un exemplu de functie f: R = R care are proprietatea din enunt.

Solutie si barem:

a)s gla)=f() + f(ogpa), g(b) = f(1) + fUOZa D) eevvrveeeiiiiiiieiee e 2p
* g(a) = g(b) = f(log, b) = f(logy, a); f este injectiva, deci log, b =logy, a ....... 1p
e (logabh)? =1,deundelogy b = 21 .oooieeeiceeeceeee e 1p
* Dacd a = b obtinem ca f nu este injectivd, deci @ b =1 ....ccccvviiiiiiiiiiiiiiiiiiee, 1p

b) * Un exemplu este functia identica f: R — R, f(x) = x,x € R, care este injectiva ...... 1p
* Avem g(x) = log, x + log: x = log, x — log, x = 0, deci g este constanta ............. 1p



Problema 3.
Fie z € C\ Rsia € Rastfel incat z* —az+ 9 = 0.
a) Arataticd |z|?(Z° +Z-z2+2%) =9

b) Aratati ca |Re(z)| = g.

Solutie si barem:
z*+9 zZ*+9  z*+9

a)* a=-——sicuma € R, vomavea — = — =z Z*+9z2=27-z*+97 ... 2p
v z2:2(23-23)-9Z-2)=0= (Z—-2)||zI?(G*+Z-2+2z?>) —9] =0 ............ 2p
c ZEC\R=ZFZ=|zI2(Z2 4+ ZZ42Z%) =9 oo 1p

_ _ 9 2 9
b) » (z+z)2—z-z=ﬁ = 4(Re(2)) =|Z|2+W ................................................... 1p
9 9 2 V6
. |z|2+ﬁzz /|z|2-ﬁ=6 = 4(Re(2)) =26 = [Re(2)| = s 1p
Problema 4.

Consideram triunghiul ascutitunghic ABC 1inscris in cercul C(O,R) si H ortocentrul
triunghiului. Fie G, G,, G; centrele de greutate ale triunghiurilor HBC, HAC respectiv HAB.
Daca AG, + BG, + CG3 = 4R, sa se arate ca triunghiul ABC este echilateral.

Solutie si barem:
Consideram reperul cu originea in O si a, b, ¢, z afixele punctelor A, B, C respectiv H.

s Avem |a| = |B]| = |c] =S RSIZ =G4+ D+ C oo 1p
 AG, = |ZG1—a| = |§(z+b+c)—a| = |§(22—a)—a =§|z—2a| ........................ 1p
- Analog obtinem BG, =§|z— 2b|,CG5 = §|z— vl R 1p

. Avem AG, + BG, + CGs = §(|z —2al + |z = 2b| + |z — 2¢|)
Utiliz&nd inegalitatea Cauchy-Bunikovski-Schwartz, obtinem:
(lz—=2a| +|z—=2b| + |z —2c])? < 3(|z = 2a|? + |z — 2b|? + |z — 2c|?), si de aici,
prin calcul, obtinem (|z — 2a| + |z — 2b| + |z — 2¢|)? < 3(3|z|? — 22z — 2Zz + 12R?)

Rezultd (|z — 2a| + |z — 2b| + |z — 2¢|)? < 36R? — 3|z|? < 36R? si de aici
AG; + BG, + CG; < 4R, cu egalitate daca sinumai dacd Z = 0 ....cceeevvveeniiceiiieecee, 1p
* Rezultd ca H = 0, deci triunghiul ABC este echilateral ..............cccocoovveiiviiiiiciiccccee, 1p



